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3.2     ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Οι τριγωνοµετρικές ταυτότητες 

                                    2 2ηµ ω+συν ω  = 1 

                                     εφω = 
ηµω
συνω

                 

                                     σφω = 
συνω
ηµω

  

                                     εφω⋅σφω = 1 

                                    2συν ω  = 
2

1

1+ εϕ ω
  

                                    2ηµ ω  = 
2

21

εϕ ω
+ εϕ ω

 

 

 
ΣΧΟΛΙΑ  ΣΤΗ  ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
∆ιευκρίνιση  
Η γραφή  ηµω  συµβολίζει έναν αριθµό και όχι γινόµενο  ηµ επί ω. 
Το ίδιο για τους άλλους τριγωνοµετρικούς αριθµούς. 

Π.χ :   
ηµω ηµ

=
συνω συν

  η απλοποίηση προφανώς είναι λάθος. 

 
 
2. 
∆ιευκρίνιση  
Η γραφή ( )2

ηµω  σηµαίνει   2ηµ ω    και όχι    2 2ηµ ω  

 
 
3. 
Το  ηµ   σαν  συνάρτηση του συν    

2 2 1ηµ ω+συν ω =    ⇒    2 21ηµ ω = −συν ω    ⇒     21ηµω = ± −συν ω  
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4. 
Το  συν   σαν  συνάρτηση του  ηµ 

2 2 1ηµ ω+συν ω =     ⇒     2 21συν ω = −ηµ ω        

                                           συνω = 21± −ηµ ω  

 

5. 
Η  εφ   σαν  συνάρτηση της  σφ    

. σ ωεϕω ϕ = 1  ⇒    
1

εϕω =
σϕω

 

 
 
6. 
Η  σφ   σαν  συνάρτηση της  εφ 

. σ ωεϕω ϕ = 1  ⇒    
1

σϕω =
εϕω

 

 
7. 
Τα  ηµ,  συν    σαν  συνάρτηση της εφαπτοµένης 

2ηµ ω  = 
2

21

εϕ ω
+ εϕ ω

 ,             2συν ω  = 
2

1

1+ εϕ ω
   

 

8. 
Οι τρόποι απόδειξης µιας ισότητας 

i)      Από το ένα µέλος στο άλλο.  (Από εκείνο που έχει πράξεις  ή  αντικαταστάσεις ) 

ii)     Με ισοδυναµίες , γράφοντας τα δύο µέλη ταυτόχρονα , µέχρι να φθάσουµε σε 

        ισότητα που ισχύει . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Όταν δίνεται  το ηµω,  µε ποιες ταυτότητες θα βρούµε τους άλλους τριγωνοµετρικούς 

αριθµούς του τόξου  ω ; 

Απάντηση 
Για το   συνω :        2 21συν ω = −ηµ ω  

Για την   εφω :         εφω = 
ηµω
συνω

 

Για τη    σφω :         σφω =  
συνω
ηµω

 

 
 
2. 
Όταν δίνεται  το συνω,  µε ποιες ταυτότητες θα βρούµε τους άλλους 

τριγωνοµετρικούς αριθµούς του τόξου  ω ; 

Απάντηση 
Για το   ηµω :          2 21ηµ ω = −συν ω  

Για την   εφω :         εφω = 
ηµω
συνω

 

Για τη    σφω :         σφω =  
συνω
ηµω

 

 
 
3. 
Όταν δίνεται  η  εφω,  µε ποιες ταυτότητες θα βρούµε τους άλλους τριγωνοµετρικούς 

αριθµούς του τόξου  ω ; 

Απάντηση 

Για το    ηµω :        2ηµ ω  = 
2

21

εϕ ω
+ εϕ ω

 

Για το   συνω :       2συν ω  = 
2

1

1+ εϕ ω
  ή  2 21συν ω = −ηµ ω  

Για τη    σφω :        σφω = 
1

εφω
  ή  σφω =  

συνω
ηµω

 

 

 
 
 
 
 

Σχόλια  3,  4,  5 
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4. 

Να αποδείξετε ότι     2εϕ ω  + 2σϕ ω  + 2  = 
2 2

1

 ηµ ω συν ω
 

Λύση 

2εϕ ω  + 2σϕ ω  + 2  =  
2

2

ηµ ω
συν ω

 + 
2

2

συν ω
ηµ ω

 + 2 

                               = 
4 4 2 2

2 2

2  

 

ηµ ω+συν ω+ ηµ ω συν ω
συν ω ηµ ω

 

                               = 
2 2 2

2 2

(  )

 

ηµ ω +συν ω
συν ω ηµ ω

 =  
2 2

1

 ηµ ω συν ω
 

 
 

5. 

Να αποδείξετε ότι    3ηµ ω+ 3συν ω  = (ηµω  + συνω)(1 – ηµω συνω) 
Λύση 

 

3ηµ ω+ 3συν ω  = (ηµω  + συνω)( 2ηµ ω– ηµω συνω + 2συν ω ) 
                          =  (ηµω  + συνω)(1 – ηµω συνω) 
 
 
 
6. 

Να αποδείξετε ότι      1 + 2εϕ ο770  = 
2 ο

1

50συν
 

Λύση 

Είναι   εφ770ο = εφ(2⋅360ο + 50ο ) = εφ50ο  

1 + 2εϕ ο770  = 1 + 2εϕ ο50  = 1 + 
2 ο

2 ο

50

50

ηµ
συν

 = 
2 ο 2 ο

2 ο

50 50

50

συν +ηµ
συν

 = 
2 ο

1

50συν
 

 

7. 
Να αποδείξετε ότι      ( 2ηµ ω– 2συν ω 2)  = 1 – 4 2ηµ ω 2συν ω  
Λύση 

( 2ηµ ω– 2συν ω 2)  = 1 – 4 2ηµ ω 2συν ω      ⇔      
4ηµ ω  – 2 2ηµ ω 2συν ω  + 4συν ω  = 1 – 4 2ηµ ω 2συν ω   

 4ηµ ω  + 2 2ηµ ω 2συν ω  + 4συν ω  = 1   

( 2ηµ ω  + 2συν ω 2) = 1      ⇔     21  = 1     που ισχύει 

 

3 3α +β = (α + β)( 2 2α −αβ+β ) 
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8. 
Να αποδείξετε ότι     (1 + ηµω + συνω 2) =  2(1 + ηµω)(1 + συνω) 

Λύση 

 

(1 + ηµω + συνω 2) =  2(1 + ηµω)(1 + συνω)       ⇔  

21 + 2ηµ ω+ 2συν ω+ 2ηµω + 2ηµω συνω + 2συνω  =  

                                                                   =  2 + 2συνω + 2ηµω + 2ηµω συνω     ⇔  

1 + 1 = 2    που ισχύει 

 

9. 
Να αποδείξετε ότι     4 2 4 24 4ηµ ω+ συν ω + συν ω+ ηµ ω  = 3 

Λύση 

4 24ηµ ω+ συν ω   =  2 2 2(1 ) 4−συν ω + συν ω  

                               =  2 4 21 2 4− συν ω+συν ω+ συν ω  

                               =  2 41 2+ συν ω+συν ω  

                               =  2 2(1 )+ συν ω  =  21+ συν ω  = 1 + 2συν ω  

Οµοίως     4 24συν ω+ ηµ ω  =  1 + 2ηµ ω  

Άρα    4 2 4 24 4ηµ ω+ συν ω + συν ω+ ηµ ω  = 1 + 2συν ω  + 1 + 2ηµ ω   =  2 + 1 = 3  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(α + β + γ 2) = 2 2 2 2 2 2α +β + γ + αβ+ βγ + γα  
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10. 

Να αποδείξετε ότι     
1

1

ν

ν

+ εϕ ω
+σϕ ω

 = 
1

1

ν
 + εϕω
 + σϕω 

,    όπου  ν ∗∈ℕ  

Λύση 

1

1

ν

ν

+ εϕ ω
+σϕ ω

 = 
1

1

ν
 + εϕω
 + σϕω 

   ⇔      
1

1
1

ν

ν

+ εϕ ω

+
εϕ ω

 =  
1

1
1

ν
 
 + εϕω
 
 + εϕω 

 

                                                    
1

1

ν

ν

ν

+ εϕ ω
εϕ ω+
εϕ ω

 =  
1

1

ν
 
 + εϕω
 
εϕω+ 

 εϕω 

           

                                                    νεϕ ω  = (εφω )ν     που ισχύει 
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11. 

Να αποδείξετε ότι     
 σ ω  συνω ϕ −ηµω εϕω
συνω−ηµω

 = 1 + εφω + σφω 

Λύση 

 σ ω  συνω ϕ −ηµω εϕω
συνω−ηµω

 = 1 + εφω + σφω           ⇔     

συνω ηµω

ηµω συνω
συνω −ηµω

συνω−ηµω
 =  1 + 

ηµω
συνω

 + 
συνω
ηµω

 

2 2συν ω ηµ ω

ηµω συνω
−

συνω−ηµω
 = 

2 2 ηµω

 

συνω +ηµ ω+συν ω
συνω ηµω

 

3 3συν ω

ηµω 
−ηµ ω
συνω

συνω−ηµω
 = 

 ηµω 1

 

συνω +
συνω ηµω

 

3 3

  ( )

συν ω−ηµ ω
ηµω συνω συνω−ηµω

 = 
 ηµω 1

 

συνω +
συνω ηµω

 

2 2( )(  ηµω )

  ( )

συνω−ηµω συν ω+συνω +ηµ ω
ηµω συνω συνω−ηµω

 = 
 ηµω 1

 

συνω +
συνω ηµω

 

2 2 

  

συν ω+συνω ηµω+ηµ ω
ηµω συνω

 = 
 ηµω 1

 

συνω +
συνω ηµω

 

2 2 

  

συν ω+συνω ηµω+ηµ ω
ηµω συνω

 = 
 ηµω 1

 

συνω +
συνω ηµω

 

1  

  

+συνω ηµω
ηµω συνω

 = 
 ηµω 1

 

συνω +
συνω ηµω

      που ισχύει 

 

 

  3 3α −β =(α – β)( 2 2α +αβ+β ) 


